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_"\ 1. Introduction : la raffinerie

Production optimale d'une raffinerie produisant 4 produits
finis (essence, kéroséne, mazout et résidu) a partir de deux
types de pétrofe brut (brutl et brut2), avec les parametres
suivants :

Rendement(%) | Production

Produit $/baril Brutl, Brut2 maximale
(baril/ jour)
Essence 80, 44 24000
Achat Brutl 24 Kéroséne 5,10 2000
Brut2 15 Mazout 10, 36 6000
Résidu 5,10
Vente Essence |36
Kéroséne |24
Mazout 21 Cout de 05,1
Sai roduction
Résidu 10 ?$/bar'il)




Le modele mathématique % B

Les variables de décision (I'information recherchée) :

p1. P, : nombre de barils/jour de Brutl et 2 raffinés

Xy, .., X4 : nombre de barils/jour obtenus pour chaque produit
Les contraintes sur ces variables :

0.80p,+0.44p,=x,

0.05p,+0.10p,=x,

0.10p,+0.36p,=x

0.05p,+0.10p,=x,

x; ¢ 24000, x, < 2000, x5 < 6000, p;,p, 2 0

L'objectif (maximisation sous contraintes du profit = vente - achat -
colit de production) :

max (36x,+24x,+21x3+10x,-24p,-15p,-0.5p;-1p,)
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"\ Simplification par élimination de variables % #

max (8.1p1 + 10.8p2) sous contraintes :
0.80p, + 0.44p, < 24000

0.05p, + 0.10p, < 2000

0.10p, + 0.36p, < 6000

p1.p220

Forme standard (on peut toujours s'y ramener) :

max 2.1, C;X;
sous contraintes ., q;x; <b; (litm)
x;20 (Ijen)




Une solution (x,,...X,) est réalisable si elle satisfait a toutes les
contfraintes
Elle est optimale si elle est réalisable et si elle maximise I'objectif
(pas nécessairement unique)
Il n'existe pas forcément de solution optimale (soit il n'existe pas de
solution réalisable, soit il n'existe pas de valeur optimale finie) :
max X;-X,
sous contraintes :
-2X; + X, < -1
-X1 -2X5 £ -2
X1, X520
(il existe des solutions réalisables : 1,1 ; 5,0 mais on peut toujours
trouver une solution meilleure)

2. La méthode du simplexe ‘e
X % B
(Dantzig 1955) -> points intérieurs -

Idée 1: rajouter des variables d'écarts pour se ramener a des
équations linéaires.

Exemple : max z = 5x; + 4x, + 3x; s.c.
2%+ 3%, + X3¢ 5
4x, + x, + 2%5 < 11
3x; +4x, + 2x5 ¢ 8
Xq, X5, X320

max z = 5x; + 4x, + 3x; s.c.
X4=5-2%; - 3%, - X3
x5 = 11 - 4x, - x, - 2x;
Xg = 8 - 3% - 4%, - 2x;
Xq, X5, X3, X4, X5, Xg 2 0




Itération %" #

Idée 2 : d'une solution réalisable (x, ..., X¢) trouver une autre
réalisable (x';, ... X'y) meilleure, i.e.

B5x; + 4x, + 3x5< bx'y + 4x', + 3X;
Premiére solution réalisable :

X;=X,=X3=0,X4=5, x5 =11, x, = 8, objectif z=0
Amélioration par augmentation de l'objectif (d'une variable de
décision x;, X, ou x3). Choisissons x; par exemple (z = 5x;) :

- xy=1=>x,=3,%x5=7,%x,=5,2=5

- x22>x,=1,%x5=3,%x,=2,2=10

- x;=3=>x,=-1,x5=-1,%, = -1 non réalisable
Jusqu'ol augmenter ?

- X420 x,¢5/2,%520=>x,¢11/4, x, 20 =>x, < 8/3

- On prend la plus contraighante (x, = 5/2)

ANV

X, =5/2,%x,=0,x;=0=>x,=0,%x5=1,x,=1/2,2=25/2
On exprime les variables positives (x;, X5, X,) en fonction des
variables nulles (x,, X3, X,) :
x,=5/2-3/2x,-1/2 x5 -1/2 x,
x5 =1+5Bx, +2x,
Xe=1/2+1/2 x, -1/2 x5+ 3/2 x,
z2=25/2-7/2x,+1/2 x5 -5/2 x,

Solution courante z = 25/2. De I'expression de z, on voit que
I'amélioration ne peut &tre obtenue que par I'augmentation de
X3. X1, Xg 20 => (X3 ¢ 5) & (x5 ¢ 1). On prend donc x3 = 1 (x,
prend la valeur O).
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Les nouvelles variables non nulles sont x;, x5 et x5. On obtient
le nouveau systéme :

X1 = 2 -2Xy - 2Xg + Xg
x5 =1+5Bx, +2x,
X3= 1+ X, + 3%, - 2%,
z=13- 3%, - X4 - X¢
Solution courante :
X;=22,%X3=1,x5=1,%x,=0,%x,=0,%,=0,z=13
Quelle variable peut-on augmenter ? Aucune car une

augmentation de x,, x4 ou X, fait diminuer z. Cette solution est
optimale.
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3. Dictionnaires %ﬂ =

Soit un PL sous forme standard :

max z = 3., CjX;

S.C. Zja1p G;X; ¢ by (leism)

x;20 (Ijen)

On introduit les variables d'écarts X,.i, ..., Xy :

Xpei = b = Zjogp ax; (Igicm)

x; 20 (I¢jen+m)
Chaque itération de l'algorithme du simplexe produit un
systeme d'équations linéaires, appelé dictionnaire ; les
équations expriment m variables et la variable z en fonction
des nautres variables.

Un dictionnaire est réalisable si en posant a O les variables
droites, on obtient une solution réalisable




Attention, il existe des solutions réalisables qui ne correspondent pas
& un dictionnaire. Exemple:x;=1,x,=0,x;=1,%x,=2,%;=5,%,=3;
le simplexe ignore toutes les autres

Les variables gauches d'un dictionnaire sont les variables de base
Les variables droites sont les variables hors-base

A chaque itération, une variable entre dans la base et une variable
sort de la base

Le choix de la variable a entrer est dicté par I'amélioration de
l'objectif z

Le choix de la variable a sortir est dicté par le désir de conserver
toutes les variables non négatives

On appelle pivotage le processus permettant de passer d'une
dictionnaire a un autre (ou encore de passer d'une base a une autre)

AX Exemple

max z = 5x; + bx, + 3x3 S.C.

Xy + 3%, + X3¢ 3

-Xy +3X3¢2

2X1 - X, + 2X3¢ 4

X+ 3X, - X3¢ 2

Xq, X5, X320
Dictionnaire initial :

X4=3-%X- 3%, -

X5 = 2+ Xy - 3X3

Xe = 4 - 2% + X, - 2X;

X7 = 2 - 2%y - 3X;, + X3

z = Bx; + 5x, + 3x;
Choix entrée x,




X % 4 B

Choix entrée x, (x, et x5 sont considérés a 0)
X4=3-%20=>x1¢3
Xs = 2+ X, 5> Xx13-2
Xg=4-2x,=>x1¢2
X;=2-2x;=>x1¢1
Choix sortie x, (pivot : utiliser sa ligne) : x; =1 - 3/2 x, +1/2 x5 -1/2 x,
Nouveau dictionnaire :
X422 -3/2x,-3/2x3+1/2 %,
X5=3 -3/2x,-5/2x5-1/2 x,
Xg = 2 +4x, - 3X5 +X;
x;=1-3/2x,+1/2 x5 -1/2 x,
z=5 -5/2x,+11/2 x5 - 5/2 x,
Choix entfrée x; efc...

Lorsqu'il n'y a plus avantage a entrer une variable dans la base, on obtient
une solution optimale : x, = 32/29, x, = 8/29, x; = 30/29, pour z = 10
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~ 4. Algorithme du simplexe %l

= Résumé:
- 1. Initialisation : former le dictionnaire (partir d'une base
admissible)
- 2. Chercher a effectuer un pivotage (itération) :
+ Si tous les coefficients des variables de la fonction objectif sont
positifs alors il n'y a pas d'optimum fini, STOP
+ Si tous les coefficients des variables de la fonction objectif sont
négatifs, l'optimum est atteint, STOP
+ Sinon, choix de la variable d'entrée, choix de la variable de sortie,
pivotage

Correction :
- Le probléme est la terminaison qui n'est pas garantie a priori.

- Régle de Bland : lors d'un pivotage, la variable qui enfre est celle
d'indice minimal parmi celles qui peuvent rentrer, et la variable qui
sort est celle d'indice minimal parmi celles qui peuvent sortir.

- Proposition : le simplexe termine avec la régle de Bland




Probléeme de l'initialisation

Dictionnaire initial :

Xpsi = by = Ty % (Leicm)

Z = Yo CjX;
Il n'est réalisable que si les b; sont non négatifs (le vecteur O est une solution
initiale)
Sinon, on construit le programme auxilliaire suivant :

min Xo

S.C. Tjip GijX;j - X ¢ by (Icigm)

x;20 (O¢jen)

Une solution réalisable est facile a obtenir pour ce probléeme
Le programme initial a une solution réalisable ssi ce probléme a pour valeur
optimale O

|.|'/|§

Exemple

Probléme initial : max z = x; - X, + X5 S.C.
2X1 - Xp + 2X3 ¢4
2X1 - 3X,+ X3¢ -B
-Xq + Xy - 2X3 ¢ -1
X1, X2, X320
Dictionnaire initial non réalisable -> Probléme auxilliaire : max z = - x,
s.C.
2X1 - Xp + 2X3 - Xg ¢ 4
2X1 - 3%+ X3 - Xg<-D
-Xq*+ Xp - 2X3- Xg ¢ -1
Xg, X1, X2, X320
Son dictionnaire initial :
X4 =4 - 2%+ X, - 2X3 + Xg
X5 = =B - 2x1 + 3X, - X3+ Xg
Xg = -1+ X1 - X, + 2X3+ Xg
Z=-Xg
On rentre x, dans la base et sort la variable la plus négative x5




3 On obtient alors le dictionnaire : e
Xo = B+ 2X; - 3X, + X3 + X5 %‘
X4=9-2X%, - X3+ X5

Xg = 4 + 3, - 4%, + 3X5 + X5

z=-5-2x;+ 3%, - X3 - X5

En 2 itérations du simplexe, on obtient :

X3 = 8/5 - 1/5x, + 1/5x5 + 3/5x, - 4/5x,

X, = 11/5 + 3/5x, + 2/5x5 +1/5x, - 3/5x,

X4 =3 - Xy - Xg + 2Xg

Z=- X
Valeur optimale O => il existe une solution réalisable au probléme initial =>
on obtient un dictionnaire réalisable au probleme initial en éliminant la

colonne de x, et en écrivant l'objectif en fonction des variables hors-
base :

X3 = 8/5 - 1/5x; + 1/5x5 + 3/5x,

X, = 11/5 + 3/5x, + 2/5x5 + 1/5x,

X4=3 - X - X

z2=-3/5+1/5x; - 1/5x5 + 2/5x,  (Z = X; - X, + X3)

Ttération %‘l B

La variable d'entrée est une variable hors-base dont le coefficient
dans la derniére ligne du dictionnaire courant est positif
La variable de sortie est une variable de base dont la non-négativité
impose la contrainte la plus forte sur la borne supérieure de la
variable d'entrée choisie. Si on ne trouve pas de variable de sortie,
I'objectif peut prendre une valeur aussi grande que I'on veut et le
probléme est donc non borné
Peut-on générer un nombre infini de dictionnaires ? Oui
Exemple (on choisit en entrée la variable dont le coefficient est le
plus grand dans la lighe z, et en sortie, celle dont I'indice est le plus
petit)

max 10x; -B7x, -9x3 -24x4 s.c.

0.5x; - 5.5x, -2.5x3 +9x4 < 0

0.5x; - 1.5x, -0.5x3 - x4 <0

x1¢1
Ce cyclage appardit lorsque I'on retombe sur un méme dictionnaire
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La seule fagon de ne pas terminer est le cyclage. Il existe des
méthodes pour lever le cyclage

Preuve : il y a un nombre fini de fagons de choisir m variables
de base parmi les n+m variables. I| suffit de montrer que deux
dictionnaires ayant la méme base sont identiques

Vitesse :

- En pratique, on observe que le hombre d'itérations requis est de
I'ordre de 3m/2 ot m est le nombre de contraintes (ne dépend pas
du hombre de variables) -> CPLEX, OSL, XPRESS, MPSX, ...

- Quelques exemples pathologiques engendrent un nombre
d'itérations exponentiel :

max .1, 10™ x; s.c.

2311 107 x; + x; < 1007 (i =1, ..,n)
x;20 (j=1,..,n)

2n-titérations

-4
Théorémes %ﬂ .
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