Master lére année, module G12 - 2006-2007
Corrigé exercice 30

Soit (Xp)n>1 une suite de v.a.r. indépendantes, toutes de loi exponentielle de paramétre
1. On pose, pour tout n > 1,Y,, = maxy<,<, X;. Montrons que p.s.

Xn
limsup — = 1. (1)
n—oo nn
Remarque : grace a la loi du 0-1, on sait déja que la variable aléatoire lim sup,, an est p.s.

constante. En effet limsup,,_, ., IX—" est asymptotique de la suite (X,,),>1. Les v.a. X, étant

indépendantes, la loi du 0-1 dit que limsup,,_, l)rf’;L est p.s. constante.

X > 1.

Montrons que p.s. limsup,,_,, 7% >

Puisque > o, P(X, > Inn) = Zn>1% = o0, le lemme de Borel-Cantelli, appliqué a la

suite d’événements {X,, > Inn} indépendants, donne

P(limsup{X,, > Inn}) = 1. (2)

C’est-a-dire : il existe un ensemble N de probabilité nulle, tel que Vw € N€ :

vn, 3k, > n tel que Xy,  (w) > Ink,,. Quitte a choisir les entiers &, strictement
anw( w) knu( w)

croissants, on a une suite extraite ( Tn o, )n telle que > 1 pour tout n. On a donc
lim sup,, Xl’;—(;:) > 1. Ceci est valable pour tout w € N¢ qui est de probabilité 1, donc, p.s.
X
limsup — > 1. (3)
Inn
Montrons que p.s. limsup,,_, é—z <1.

Soit € > 0. Puisque Y, P(X, > (1 +¢€)lnn) = Y —= < oo, le lemme de Borel-
Cantelli donne P(limsup{X,, > (14¢)Inn}) = 0. Donc il existe un événement N, de mesure
nulle tel que Yw € N¢, il existe n, . tel que Vk > n,, on a Xi(w) < (1 + €)Ink donc
lim sup,, Xl’;—g‘:) <l+e

Soit Ngo = Upen+ N1/, UN. C’est un événement de probabilité 0 (une réunion dénombrable
d’événements de probabilité nulle est encore de probabilité nulle), et pour tout w € N§;, on
a limsup,, M < 1+ 1/p, pour tout p € N*, c’est a dire hmsupn ”(w) < 1. Ainsi, on a
lim sup,, X” < 1 sur un ensemble Ng, de probablhte 1, et limsup,, Xn > 1 sur un ensemble

In
N¢ egalement de probabilité 1.

On a donc limsup,, ;= = 1 sur {Ngo U N}, ensemble de probabilité 1.



Montrons que p.s. !

Y,
lim —- = 1. (4)

n—oo IN N

On sait que Ve > 0, il existe N, de probabilité nulle telle que Yw € Nf, dn,. € N tel que
VEk > nge, on a Xg(w) < (1 +¢€)Ink. On a donc, pour n > n,, .

max  Xi(w) < (1+4+¢€)lnn

nw,egkgn

Y, (w) < max Xj(w)+ max Xi(w)

(5)

donc (6)
k<ne,e Nw,e<k<n ( )

donc (8)
Yo (w) < MaXp<n,, . Xi(Ww)

1 . 9
Inn — Inn tlte 9)

Yn(w)
I

et donc limsup,, <1l+e.

En prenant N = UpN, Jk N est de probabilité nulle et on a :

Yw € Nc,limsupnyl"n—(;’) <1+ %,‘v’k e N*.

On a donc :

Vw € N¢ limsup, YI’;(W) <1

n

D’autre part,

Ve > 0, Z P(Y,<(1—¢€)lnn) = Z(l — nllﬁ)” car les X; sont i.i.d. (10)
1
= exp(nln(l— =) (11)

< Zexp(—ne) < oo car exp(—n) = o(n"?) en +oo.
' (12)
Donc, par Borel-Cantelli, on sait qu’il existe un ensemble N, de probabilité nulle tel que
Yw € Nf, Ing ., tel que Vk > ny ., Yi(w) > (1 — €)Ink et donc liminf, %ﬁ‘:) >1—c
Soit alors N = UkNl/k, Yw € NC, on a liminfyﬁl—(:;) >1-— %,Vk e N*.

Pour terminer, en prenant Ngo = NUN , cet ensemble est de probabilité 0, et YVw €

Ny, lim,, ) — 1,

Y

IRemarque : limsup 2= et liminf sont des v.a. asymptotiques de la suite X,, (donc p.s. constantes
q p Inn Inn

car les X,, sont indépendantes). En effet, soit » > 1, pour tout n > r, comme les v.a. X; sont positives,

max, X maxy<, X, max,<g<n X max X . maxX,<k X
on g TEErshEn Sk < dn o MRS Sk 4 MBsksn ZEcomme Sopsrt=E — 0, on a limsup,, SoreESe Sk —
. Y., . . maX,<k<n X 9. . Y.,
limsup,, = et liminf,, —5 == = liminf,, =



